FUNCTII INVERSABILE

Ce inseamna inversa unei functii?

Dacd ludm variabila x si fi aplicdm functia f, obtinem f(x). Cum proceddm pentru a ne intoarce inapoi la x? in
Word, daca ultima operatie efectuata este gresita, aceasta poate fi anulata, astfel incat documentul sa
arate ca inainte, cu ajutorul butonului Undo.

La noi, pentru a reveni la x sau ,a anula” aplicarea functiei f, vom considera inversa functiei f, pe care o

vom nota f1. Deci aplicand o functie f si apoi inversa ei f'! obtinem valoarea initiala: f1( f(x) ) = x
f -

UNDO
X > f(X)

v
X

O functie inversa merge in sens opus!
Sa incepem cu un exemplu: Consideram functia f(x) = 3x+4, scrisa ca in diagrama urmatoare:

inmulteste cu 3 - 3x Aduna 4 3x+4

X
\

v

Functia inversa merge in sens opus, pornind de la y:

y—4 ) Imparte prin 3 y-4 Scade 4 y
3

A

Deci, inversa functiei f(x) = 3x+4 este fl(y) = (y-4)/3
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Inapoi de unde am pornit Lucrul cel mai interesant este ca inversa ne aduce inapoi de unde am plecat
(asa cum, de la scoala, ne intoarcem zilnic inapoi acasa)

Exemplu:

Folosind functia anterioard, putem incepe cu X=5: f(5) = 3-5+4 =19

Calculdm valoarea inversei in 19:  f1(19) = (19-4)/3 = 5 si il obtinem inapoi pe 5!
Putem scrie intr-un singur rand: f1(f(5)) =5

R&mane valabil si dacd schimb&m ordinea functiilor:  f( f1(x) ) = X

Exemplu:

Incepem cu: f-1(19) = (19-4)/3 = 5 Apoi: f(5) =3-5+4 =19
Deci putem spune: f( £1(19) ) = 19

Fahrenheit si Celsius
Un exemplu util este conversia temperaturii din grade Fahrenheit in grade Celsius si invers.

5
Pentru a transforma din Fahrenheit in Celsius: f(F) = 6 *(F-32)

9
Functia inversa (din Celsius in Fahrenheit) este: f1(C) = (C- E) + 32

Orice functie are inversa?
Sa consideram functia f(x)= x2. Atat 2, cat si -2 merg prin functia f in 4. Dar daca vreau sa ma intorc din

4, pe care dintre cele doua valori o aleg? Asadar, pentru a admite inversa, trebuie sa avem un singur x in

domeniu pentru fiecare y din codomeniu, adica functia trebuie sa fie bijectiva.



Proiect de tehnologie didactica

Disciplina: Matematica

Profesor: Bacula Mariana

Clasa: a X-a
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Titlul lectiei: Functii inversabile

Tipul lectiei: Lectie de comunicare/ insusire de noi cunostinte
Scopul lectiei: Se studiaza inversa unei functii bijective

Timp de realizare: 50 min

Competente specifice:

Cl. trasarea prin puncte a graficelor unor functii

C2. prelucrarea informatiilor ilustrate de grafic, in scopul deducerii unor proprietati algebrice ale acestora (bijectivitate, inversabilitate)
C3. utilizarea de proprietati ale functiilor Tn trasarea graficelor si rezolvare de ecuatii

C4. interpretarea pe baza lecturilor grafice a proprietatilor functiilor

C5. utilizarea echivalentei dintre bijectivitate si inversabilitate in trasarea unor grafice si in rezolvarea unor ecuatii algebrice

Obiective operationale: La sfarsitul orei elevii vor fi capabili:

OLl. sa determine inversa unei functii bijective (domeniul, codomeniul si legea care leaga cele doud mulgimi)
02. sa recunoasca functiile inversabile

03. si construiasca diagrama cu sigeti a lui f*

O4. sa traseze graficul inversei, dandu-se graficul unei functii bijective

05. sd determine inversa unei functii multiforme bijective
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1. Mijloace didactice - materiale didactice: videoproiector, fise de lucru, flip-chart, postere, manual, culegere;
2. Metode de invatamant, procedee: explicatia, demonstratia, exercitiul, expunerea, descoperirea, conversatia, problematizarea, munca
independenta, brainstorming, Metoda 3-2-1;
3. Moduri de activitate cu elevii: instruirea in grup; instruirea reciproca; consolidarea teoriei prin practica; test interactiv pe platforma
Google Classroom

Bibliografie: Nastasescu, Nita, Manual cl. a X-a, Ed. Didactica si Pedagogica
Constantinescu, Zarna, Auxiliar curricular pentru clasa a X-a, Ed. Crizon
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- sa recunoastem functiile inversabile,

- s construim diagrama cu sigeti a lui £

- dandu-se graficul unei functii bijective, sa trasam graficul
inversei

- sd determinam inversa unei functii multiforme bijective

Elevii asculta cu atentie si constientizeaza obiectivele.

Expunerea

Etapele lectiei Comp-et-en‘;e Continutul lectiei S_trate_gll Modalitati de
specifice didactice evaluare
1.  Captarea Stabilesc climatul adecvat pentru desfasurarea actului didactic.
atentiei Asigur conditiile optime pentru desfasurarea lectiei. Observatia
(1 min) Elevii pregatesc cele necesare pentru lectie.
2. Anuntarea Anunt tema si obiectivele lectiei
temei si  a Tema: Functii inversabile
competetelor Ce inseamna inversa unei functii? Problematizarea
urmarite Obiectivele lectiei:
(2 min) - sa determindm inversa unei functii bijective (domeniul,
codomeniul si legea care leaga cele doud multimi), Observatia
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3. Verificarea
cunostintelor
din lectia
precedentd si
reactualizarea
celor necesare
comunicarii
temei noi

(6 min)

C1l

C2

C3

O functie inversd merge in sens opus! Tncep cu un exemplu,
folosind videoproiectorul: inversa functiei f(x) = 3x+4, obtinuta
mergand n sens opus

Tnapoi de unde am pornit  Aplicand o functie f si apoi inversa ei
f1 obtinem valoarea initiala: f*( f(x))=x

Orice functie are inversa? Pentru a admite inversa, trebuie sa
avem un singur X pentru fiecare y, adicd functia trebuie sa fie
bijectiva.

Propun elevilor urmédtoarele 1intrebdri pentru reactualizarea
cunostintelor dobandite anterior referitoare la functiile bijective:

1. Cénd o functie este bijectiva?
O functie f : A— B este bijectiva daca pentru orice element

y e B existd exact un element x din A astfel incat f(x)=y.

2. Cum recunoastem o functie bijectiva pe diagrama cu sageti?
Pe diagrama cu sdgeti o functie este bijectivd daca in fiecare
element al codomeniului ajunge exact o sdgeata.

3. Cum stabilim dacd o functie este bijectiva utilizand graficul
functiei?

Daca orice paraleld la Ox, dusa prin punctele codomeniului, taie
graficul in exact un punct.

4. Functia de gradul I este bijectiva? Dar cea de gradul al doilea?
Functia de gradul I este bijectiva, dar cea de gradul al doilea nu
este bijectiva.

Problematiza-
rea

Invitarea prin
descoperire

Conversatia

Apreciez
corectitudinea
raspunsurilor
elevilor




Propun un exercitiu :
Ex.1 Fie functia f:R—> R, f(x)=5x+4. Demonstrati ca f

este bijectiva.

Solicit un elev sa prezinte la tabla rezolvarea exercifiului, | Explicatia Apreciez
stimuland participarea clasei prin diverse Iintrebari asupra corectitudinea
modului de rezolvare. rezolvirii
sarcinii
Pentru orice ye R(codomeniul) ecuatia f(X)=y sau Exercitiul
5x+4 =y are solutia unica X = y ; 4 € R (domeniul). Rezulta ca
f este bijectiva.
4. Prezentare Definitie: Fie f:A—B o functie bijectivi. Se numeste inversa
de  material functiei f functia f1:B—A care asociazi fiecirui element y din B Expunerea Observatia
nou (15 min) elementul unic x din A astfel incat f(x)=y. Deci f *(y)=x. sistematicd a
Schema este urmatoarea: atentiei
f »
XeA < —_ yeB
f-l
O functie care are inversa se spune ca este inversabila. Explicatia
O functie este inversabila daca si numai daca este bijectiva.
Daci f este bijectivi, atunci ™ este bijectivi si inversa functiei Conversatia Apreciez
1 este functia f. euristicd modul de
participare
Pentru a construi diagrama cu sigeti a lui £, schimbam sensul activa la
sagetilor de pe diagrama cu sigeti a lui f. (Se spune ci f?! expunerea
facuta la tabla

actioneaza ,,invers” decat f)




C1l

C5

C1

Exemplu:
Functia f: {1,2,3}—{a,b,c} data prin diagrama cu sageti din fig.1
este bijectiva si are inversa din fig.2

A —_S B B% A
f fl
fig.1 fig.2

Elevii construiesc diagrama cu sigeti a lui
Propun un exercitiu :

Ex.2 Fie functia f :R—> R, f(x) =5x+4.Demonstrati ca f este

inversabila.

V yeR ecuatia f(X)=y < 5x+d=y < x = y;4eR

=1 bijectivd. Am ardtat ca f este bijectiva.

Functia inversd f:R — R se obtine asociind oricirui yeR
solutia unica din Ra ecuatiei f(x)=y, deci practic, ea este
obtinutd la demonstrarea bijectivitatii.

fHRSR, FH(y)=x e f(y)= L2

Cer elevilor sa traseze graficele celor doud functii in acelasi
sistem de axe.

Problematiza-
rea




C2
C3
C4

Pentru functii numerice existd o interpretare geometricd a
inversei. Astfel, daca f : A — B este bijectiva (A, B < R) si
punctul (X, y) apartine graficului functiei f, atunci f(x) =y de
unde f (y) = X si deci punctul (y, x) apartine graficului functiei
f1. Este usor de vizut ca punctele (X, y) si (y, X) sunt simetrice

fatd de prima bisectoare, deci graficele functiilor f si £ sunt
simetrice fata de prima bisectoare.

v

Elevii traseaza graficele si descopera proprietatea.

Invatarea prin
descoperire

5. Dirijarea
invatarii
(10 min)

C1
C2

Propun elevilor urmdtoarea sarcina:
Ex.3: Aratati ca functia f :[2,4] - [7,9], f(x) =x+5este

inversabila si determinati inversa.

Vye[5,7],ecua‘;ia f(X)=y<= x+5=y< x=y-5
Daci 7<y<9|-5=2<y-5<4=xe[24]=>

f*:(7,9]>[2.4], f*(y)=y-5

Munca
independenta

Evaluez
capacitatea de
a trage
concluzii.




2X+4

Ex.4: Fie f :R—{3} > R—{2}, f(x) = Apreciez
C3 x—-3 cunoasterea
a) aratati ca functia este inversabila terminologiei
C4 b) fird a determina inversa, calculati f *(3) sia
C) determinati inversa. simbolurilor
C5 matematice.
Solicit un elev cu performante la tabla pentru a rezolva exercitiul | Lucrul in
urmirind etapele mentionate, in timp ce ceilalti lucreazi in | perechi
perechi comparand cu rezultatul de la tabla:
) 2X + 4 Evaluarea
a)VyeR—{2}, ecuatia f(x)=y < 3 =Y reciproca
4 Demonstratia
2X+4=xy-3y & X= 3y+2 #3<3y+4-3y—6 (A)
o+ 4 Apreciez
b)fﬁl(3)=X<:> f(x)=3< 3 =3 2X+4=3x-9 < capacitatea de
x =13 a generaliza.
3y+4
¢) f1:R—{2} >R-{3}, f(y)="Y
y-2
Solicit un elev sa descrie etapele algoritmului pentru
determinarea inversei, trecandu-le pe un poster.
6. Fixarea si | C3 Propun elevilor urmatoarea sarcina: Observatia
sistematizarea | C5 o .. ¢ 2x+1, dacax<1 sistematica a
cunostintelor Ex.5: Aratati ca functia f:R—>R, f(X)= x+2 dacd x> 1 elevilor
(8 min)

este inversabila si determinati inversa.




Urmadresc activitatea elevilor, raspund daca sunt intrebatd, 1i ajut
pentru indeplinirea sarcinii.

Determin
corectitudinea

Solicit cite un elev sa expuna la tabla rezultatul obtinut. Munci si abilitatile de
Pentru orice y real rezolvam ecuatia f(X) =y independenti argumentare.
Dacd x<1, ecuatia f(X) =y < 2X+1=y < X = yT_lS 1=
y-1<2=y<3
Daca x>1, ecuatia f(X) =y < Xx+2=y <X =y-2>1= y>3
Deci , V yeR, ecuatia f(X)=yare solutie unica, deci f este
bijectiva.
y-1 ] Apreciez  prin
fﬁl(y)z T, daCaySS note ‘
y—2, daciy>3 raspunsurile.
7. Asigurarea Invit elevii sd rezolve un test interactiv cu feedback imediat,
feed-back- trimis pe Google Classroom. Au de determinat inversele a patru
ului, tema functii simple, avand la dispozitie sugestii de rezolvare. Lucru pe
pentru acasi https://www.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86 | Platforma Aprecieri
(8 min) -functions/x2f8bb11595b61c86:inverse-functions- verbale
intro/e/algebraically-finding-inverses
Spuneti trei lucruri pe care le-ati invatat azi.
Spuneti doud lucruri pe care le-ati considerat interesante. Metoda 3-2-1
Asalt de idei

Puneti o Intrebare pe care o mai aveti inca.
Anunt tema: manual pag.15/ ex.18, 20, culegere pag.110/ ex.4a
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https://www.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:inverse-functions-intro/e/algebraically-finding-inverses
https://www.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:inverse-functions-intro/e/algebraically-finding-inverses
https://www.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:functions/x2f8bb11595b61c86:inverse-functions-intro/e/algebraically-finding-inverses

Fisa de lucru-functii inversabile —clasa a X-a

1. Cand este o functie bijectiva?

2. Cum recunoastem o functie bijectiva pe diagrama cu sageti?

3. Cum stabilim daca o functie este bijectiva utilizand graficul functiei?
4. Functia de gradul I este bijectiva? Dar cea de gradul al doilea?

Ex.1 Fie functia f :R —> R, f(X) =5x+4. Demonstrati ca f este bijectiva.

Ex.2 Fie functia f :R > R, f(X) =5x+4. Demonstrati ca f este inversabila.

Ex.3: Aratati ca functia f : [2, 4] - [7, 9] , T(X) =x+5este inversabila si determinati inversa.
2X+4

X—3

Ex.4:Fie f :R—{3} > R—{2}, f(x)=

a) aratati ca functia este inversabila
b) fird a determina inversa, calculati f *(3)
C) determinati inversa.
2x+1, daca x <1

Ex.5: Aratati ca functia f:R—> R, f(x)= . este inversabila si determinati inversa.
X+2, daca x>1

Tema: manual, pag. 15/ ex. 18, 20, culegere, pag. 110/ ex. 4a
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