Principiul lui Dirichlet- aplicatii in informatica

Enunt: Daca distribuim n obiecte in k cutii atunci cel putin o cutie va contine cel putin
[n/k] obiecte. Demonstratia acestui principiu se face prin reducere la absurd: daca in fiecare
cutie s-ar afla mai putin decat [n/k] obiecte, atunci numarul total de obiecte ar fi mai mic
decat k x [n/k], adicd mai mic decat n.
Exemple:
e Daca avem trei pantofi, atunci avem sigur cel putin doi pantofi drepti sau cel putin doi
pantofi stangi.
e Pentru orice multime care contine 7 patrate perfecte exista cel putin doua elemente ale
acesteia a caror diferenta se divide cu 10.

Solutie: Un patrat perfect se poate termina cu una dintre urmdtoarele cifre: 0, 1, 4, 5, 6 sau 9.
Inseamni ci resturile posibile la impartirea unui patrat perfect la 10 sunt in multimea formata
cu aceste cifre (0, 1, 4, 5, 6, 9). Cum sunt 6 resturi posibile si 7 numere rezulta ca vor fi cel
putin doud numere cu acelasi rest; diferenta lor va fi divizibila cu 10.

e Fie N perechi de sosete de culori diferite. Care este numarul minim de sosete care
trebuie extrase din sertar astfel incat sa fim siguri ca avem doud sosete de aceeasi
culoare?

Solutie:  Avem N cutii pentru cate o culoare. Conform principiului cutiei, daca
alegem N+1 sosete, vom avea cel putin doua sosete de aceeasi culoare. Raspunsul este N+1.

e Pentru oricare multime formatd din sase numere intregi exista doud numere a caror
diferenta este divizibila cu 5.

Solutie: Fie 5 cutii etichetate cu numerele 0,1,2,3,4 reprezentdnd resturile Tmpartirii
numerelor date la 5. Repartizam in aceste cutii cele sase numere intregi functie de restul
Tmpartirii la 5 al fiecaruia dintre acestea. Cum numere (“obiecte™) sunt mai multe decat cutii,
conform principiului Dirichlet, exista cel putin 0 cutie ce contine mai mult decét un obiect.
Deci exista cel putin doua numere care sunt in aceeasi cutie. Prin urmare, exista doua numere
cu acelasi rest la impartirea cu 5. Pentru aceste doua numere diferenta lor este divizibila cu 5.

e Fie Mo multime formata dinnnumere intregi. Exista o submultime a luiM cu
proprietatea ca suma elementelor sale este divizibila cu n.

Solutie: Fie M = {a1,a,...,an} si fie urmatoarele n sume:

Si1=ay,
Sy =a; + ay,

Avem n sume si doud cazuri posibile:
1. Existd o suma care este divizibila cu n. In acest caz am gasit multimea cautata.



2. Avem n sume care dau resturi diferite de zero la impartirea cu n. Avem deci n obiecte
(sume) distribuite Tn n-1 cutii (resturile nenule ale impartirii la n au valori intre 1 si n-
1). Drept urmare, exista cel putin doua obiecte care sunt in aceeasi cutie!! Rezulta ca
exista cel putin doua sume care vor da nacelasi rest la impartirea cu n.
Fie Sk si Sy doua asemenea sume, unde k<m. Atunci Sy - Skse divide lansi

multimea cautata este {ax:1, ... ,am}-

Aplicatie- problema de concurs- OLI 2018, Constanta, clasa a X-a

Secventa

Fiind dat v un vector cu n elemente numere naturale, sa se determine cea mai lunga
secventd de numere (de pe pozitii consecutive) din vector a caror suma este multiplu de 13.
Daca existda mai multe secvente de aceeasi lungime maximd se va afisa cea care are are

indicele de Thceput minim.

Date de intrare Din fisierul “vector.in” se citesc: de pe prima linie n-numarul elemente ale
vectorului si apoi, pe linia a doua, cele n elemente ale acestuia.

Date de iesire In fisierul “vector.out” se vor afisa, separate de céte un spatiu, in aceastad
ordine, urmatoarele: lungimea secventei maximale cerute, pozitia de inceput si pozitia de

sfarsit ale acesteia.

Exemplu

vector.in

vector.out

observatii

14
2345678911124121413

10312

In sirul dat sunt mai multe secvente a caror suma
este multiplu de 13:

4567891112412, 121413,

dar cea mai mare secventa cu aceasta proprietate
are lungimea 10, incepe de la pozitia 3 si se
termind la pozitia 12.

Restrictii si precizari

e n<=10.000

e 0<v[i]<=2.000.000.000, pt. orice 1<=i<=n

Atentie 1!l (a+D)%13=(a%13+b%13) %13

Timp de executie: 0.2 s/test




Fundamentarea rezolvarii

Conform ultimului dintre exemplele de mai sus, consideram sumele secventelor
construite incepand cu pozitia 1 pana la pozitia i, cu i de la 1 la n, astfel:

S1=ay,
Sy =a1 +ay,

Trebuie sd analizdm aceste sume din punctul de vedere al restului la impartirea la 13 (acelasi
rationament se aplica la analizarea restului la impartirea la un alt numar). Prin urmare, e
valabil rationamentul de mai sus, dar va trebui sa adaptam aceasta idee sus pentru a determina
cea mai mare lungime a unei secvente cu aceasta proprietate. Astfel, vom construi doi vectori
(st, dr) de dimensiune 13, cu semnificatia:

st[i]= cel mai mic indice k pentru care suma Sk da restul i la Tmpartirea cu 13
dr[i]= cel mai mare indice k pentru care suma Sk da restul i la impartirea cu 13

Pentru fiecare i, calculam apoi diferenta dr[i]-st[i] si retinem maximul dintre acestea.

O implementare a acestei rezolvari este urmatoarea:
#include <iostream>
#include <fstream>
using namespace std;
int v[10001], st[13], dr[13].,i, j, n, S, rest[13], maxim=0, maximl, maximz2, ii,jj;
int main()
{
ifstream f ("vector.in");
f>>n;s=0;
for (i=1;i<=n;i++) {f>>V][i];
s=(s+(V[i]%13))%13;
if ("rest[s]) {st[s]=i;rest[s]=1;}
else dr[s]=i;}
if (dr[0]'=0) {maxim1=dr[0]; ii=0; }
maxim2=0;
for (i=0;i<=12;i++) if (dr[i]-st[i]>maxim2) {maxim2=dr[i]-st[i];ii=i;}
else if (dr[i]-st[i]J==maxim2 and st[i]<st[ii]){maxim2=dr[i]-st[i];ii=i;}
if (maxim1>=maxim2) cout<<maximl<<" "<<1<<" "<<dr[0]; else
cout<<maxim2<<" "<<st[ii]+1<<" "<<dr[ii];
return O;

¥
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